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Fourier Teorisi

Fourier Teorisi (1807)

Bazi kosullari saglayan herhangi bir f(t) fonksiyonu sonsuz sayida
trigonometrik fonksiyonlarin toplami olarak ifade edilebilir.

1) Periyodik Fourier Teorisi: Fourier analizinde sadece temel
frekansa ve katlarina (harmoniklerine) bakilabilir.

: g : N s - e Jean-Baptiste Joseph Fourier
2) Aperiyodik Fourier Teorisi: Fourier analizinde butin (1768 — 1830)

frekanslara bakilabilir.

Periyodik bir fonksiyon belirli kosullari sagliyorsa sonlu sayida sinlisoidal
fonksiyonun toplami olarak disinilebilir. Bu durumda sintsoidallerin

1) Genlik

2) Frekans

3)  Fazlan
bilinmelidir.
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Dirichlet Kosullari

Fourier Teorisi'nin gecerli olmasi gereken kosullar Dirichlet Kosullari (1829)
olarak bilinir:

1) f(t) periyodik olmalidir. ~ f(t) = f(t+nT) n=0, +1, +2, +3....

Eger f(t) periyodik olmamakla birlikte sinirli bir aralikta tanimlanmissa, tanimlama
araliginda sintsoidal fonksiyonlar toplami ile f(t)'ye yaklasilr.

2) f(t) fonksiyonu sinirli sayida stireksizlikleriigermelidir.

3) f(t) fonksiyonu yine_sinirh sayida minimum ve maksimum degere sahip
olmalidir.

4) Sonsuz aralikta f(t)'nin integrali sonsuzdan kucuk (sinirh) olmahdir.
=+ 00

f Pl)el = oo
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Fourier Teorisi

Bir periyodik sinyal, sin ve cos'lerin toplami ile ifade edilebilir:

f(t) = %ao + a;cos(lwyt) + a,cos(2wyt) + ascos(3wyt) + ...
+b;sin(lwgt) + bysin(2wgt) + bssin(3wyt) + ...

— 1 : 1
f(t) = > ao + Zl( a,cos(nwyt) + b, sin(nwyt) )

Fonksiyonun Fourier serisine acilimina harmonik
analiz denir.

Wo = 27Tf0 — 27T/T0

wo :temel frekans
nwg i W' in harmonikleri
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Fourier Serileri

— 1 N 1
f(t) = > Qo + Z( a,cos(nwyt) + b,sin(nwyt) )
n=1

: n'inci harmonik

: harmoniklerin genlikleri
: harmoniklerin faz acilari
: Fourier katsayilari

wo = 21f (temel frk.)

2wg = 2(27f,) (2. harmonik)

3wy = 3(21f,) (3. harmonik)

4wy = 4(21fy) (4. harmonik)
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Fourier Serileri

oo

p— 1 .
f(t) = > %o + Zl( a,cos(nwyt) + b, sin(nwyt) )

cos(a-b) = cos(a)cos(b)+sin(a)sin(b) esitligini kullanirsak Fourier serisini

f(t) =c z cpcos(nwot —6,,)

n=1
seklinde yazabiliriz. Burada

_1bn . ) L
¢, =+ a2+ b2 -->0, = tan 1a—" dir ve acilimi asagida verilmistir.

cpcos(nwot — 0,)=c,cos(nwyt)cos(8,) +c, sin(nwyt)sin(6,,)

¢, c0s(8,,)cos(nwyt) + ¢,sin(0,,)sin(nwyt) | ncos(bn) =a
|n ( n)' ( L )+| n ( n? ( 0 ) C:sin(9:)=b:sabitleri olsun

I |
apcos(nwogt) +  bysin(nwgyt)

Jaz + b2 = [(cncos(0,))% + (cnsin(0))? 11/2= cpy/c0526,, + sin26,= cy,

b |
0, =tan" 1= 1
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Fourier Serileri

Fourier Katsayilarinin (a,,, b,,) Belirlenmesi:

Verilen bir f(t) fonksiyon kiimesinde iki fonksiyonunt;<t<t,
araliginda birbirine dik olmasi icin

0, m=+n
sabit m =n

me(t) fn(t)dt — {

diklik kosulunun saglanmis olmasi gerekir.
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Fourier Serileri

{ cos(lwgt), cos(2amgt), cos(3mgt),...., sin{logt), sin(2mgt), sin(3wgt) ... 3

kiimesinde =T/2 < t < +T/2 araliginda dik fonksiyonlari bulalim.

b
Lz

R —— (0, m+*+n
e 0, m¥*n fn G () dt = o
D o | sabit,m = n
cos(mayt)cos(nwyt)de =< T i \
perrmsss m =1
~T/2 2
. 0, m F
I sin(magt)sin(new,t}det =< T
T m =1
~T/2 2
Positive r Lr
+T/2 Half Cycle 180-360° i‘
J Sin(mwﬂt)ms(nwﬂt)dt = ()  hitinn, m dederferi icin sifir 5 ID-I.BD"I = S :
|
—T,"E Half Cycle :
|
+T/2 17/2 i
- Sin(n{ug t) =0 sin ve cos fonksivonu alaniar
J Cﬂs(nmﬂt) 0 J fperiyvot simrlart icinde)
~T/2 ~T/2 biitiin n degerleri icin siftr integraili daima O olur.
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Fourier Serileri

f(t) = %ao + Z( a,, cos(nwyt) + b,sin(nwyt) )
n=1

her iki taraf cos(mwyt) ile carpalim ve £T/2 araligi icin integralini alalim

+T/2 +T/2 o +T/2
ff(t)cos(mwot)dt = f% aq cos(nwot) dt + Z f( a, cos(mwyt)cos(nwyt) +
~T/2 —-T/2 n=Lr/2
\ Y , Bl
U an cos(mwgt)sin(nwyt) )dt
~T/2
i : J
=n olmal
m=n oimail 0
co +T/2
= z f( a, cos(mwyt)cos(nwot) dt
Tl=1_'1"/2 \ | l
112
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Fourier Serileri

/2
j f(t)cos(mwyt)dt = a,T/2 m=n olmall
—~Tf2
, +T/2
an = = f f(t)cos(nwot)dt
~T/2

her iki taraf sin ile carpilirsa ve benzerislem yapilirsa

LT )2

bn:% f f(®)sin(nwyt)dt
1
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Fourier Serileri

1 (0¢]
f(t) = 7 %o + Z( a,, cos(nwyt) + b,sin(nwyt) )
n=1
a, 'in belirlenmesi icin her iki tarafin integrali alinir. 2 kismi kurallar nedeni ile O olur.

+T 2 +7"/21 WY, 3 + R
f f(t) dt:j andt +Z(fancos(nw0t)dt+ fbnsin(nwot)dt )
_T/2 o 1 n=1_t2 —T
| J \ ]
T Y
0 0
s 1 1 T T
_ y
f f®)dt = S agtlg, = 50 +7)
~T/2
SE2
_Z j (t)dt
Ao = T f
~T/2
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Fourier Serileri

Ozetle ... . %
KE) = 5 o + Z( a,, cos(nwyt) + b, sin(nwgt) )

n=1

seklinde verilen Fourier serisi denklemi

co

1
f() = 7t Z cp, (cos(nwot) + @, ) 5, = \/a,% + b2

n=1

seklinde de yazilabilir.

c, (cos(nwgt) + By ) genel terimine f(t)'nin n. harmonik fonksiyonudur.

Jeofizikte Veriislem 3B Dog. Dr. Onur Tan



Fourier Serileri

o ( cos(nawgt) + @)
¢, faz acisi
b
By = tan~! =
£y P
! >\ ’
0.5
: 0 - -
sin{wgt)= cos(wgt —m/2) o5 X
cos{wyt)= sin(wyt + m/2 ) -1
an -3n/é -n -nfé 0O m“S m TT’£ 2n
e
bo
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Fourier Serileri

Cift ve tek periyodik fonksiyonlarin Fourier serisi

f(-t) = f(t) cift fonksiyonu icin b,, = 0 olacaktir, ve Fourier serisi asagidaki gibidir:

1
f(®) = 7%+ ) ancos(nwgt) - (kosinds serisi)

n=1

f(-t) = -f(t) tek fonksiyonu igin a, = 0 ve a, = 0 olacaktir, ve Fourier serisi
asagidaki gibidir:

f(t) = Z b,, sin(nwyt) - (sinds serisi)
n=1
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Euler Esitlikleri

Imé
Euler esitlikleri [Euler's formula] —

trigonometrik fonksiyonlarla karmasik '/
ustel fonksiyon arasindaki iliskiyi kurar. |

t—_ e¥=cos @ + isin

e™* = cos(x) + isin(x) \

e inwgt

cos(nwgt) + isin(nwyt)

e—ina)ot COS(nth) _ isin(na)ot)

Buradan hareketle Fourier serilerindeki
ifadelerini su sekilde yazabiliriz:

Sin ve cos

Z

1. |
COS(nth) = — [elnwot oL e—mwgt'l

Sin(nwot) — ?[elnwﬂt — e—”'l(!)ot-l
l
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Leonhard Euler
(1707-1783)



Euler Esitlikleri

Euler esitlikleri ile Fourier serilerini yazmak istersek

f() = %ao + Z( a,, cos(nwot) + b,sin(nwet) )

n=1

1 o 1, . 1, .
f(t) — an + z( a, E[emwot + e—ma)ot'l + bnz[emwot _ e—mwot'l )
l
n=1

1 - 1 | 1 .
FO) =5a0+ ) (5 (an=ibgle™ ot + =(ay+ iby)e 0t )
n=1

— \ =
Co Cn

co

f(t) =c, 4 z g ot ¢ @t —

n=1
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1
Cn
(0e) —C0
C0+ E Cnemwot+ é Cnema)ot
n=1 n=-1
(00}
E Cnemwot 1 ib
Ch — Ay — =
n=—oo n 2 n 2 n




Fourier Donusumu
(Fourier Transformu)
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Fourier Donusumu

Periyodik olmayan olaylar bir kez meydana gelir, tekrarlanmaz.

Periyodik olmayan bu tiir fonksiyonlar icin Fourier serisi kullanilmaz.

Bu durumda incelenen T boyundaki veri sonsuzda peryodikmis gibi dtistnlar.
Uygun bir acilim elde edilebilir.

Periyodik olmayan fonksiyonlarin Fourier serileriiile gosterilebilmesini Fourier
integrali saglar.

Her sonlu (-T/2, +T/2) araliginda Dirichlet kosullarini saglamayan ve (-, +o°) araliginda
yakinsayan f(t) fonksiyonunun karmasik Fourier serisi,

o0

£(t) = Z ) einwot wy = 21/T

n=—oo

seklinde oldugu daha 6nce gormustuk.
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Fourier Donusumu

o0 - Ly,
FlE)= z s, 6ot a, = % f f(t)cos(nwyt)dt
EES ~T/2
. FTJ2 | |
‘=7 f f()e @l gt 1 b,= % f f(t)sin(nwot)dt
PP 2
£, = ’a,%+b,%:%an—%bn

00 1 +T f2
f(t)I Z T f f(t)e—inwotdt pinwot
n=-co| —T/2
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Fourier Donusumu

7 wo /2T (soneuz kiicik olsun) t =x - dt =dx dénusiimi yapalim

T—=>eo karmasik Fourier serisinde T limitte sonsuz alindiginda temel frekans
w, sonsuz kigliklikte olacaktir. Bu limit kuramindan —T/2'den +T/2'ye kadar
olan integral limitlerini (-o=,+20) limitleriyle degistirerek ve temel frekans wy'
sonsuz kiiclk Aw ile degistirerek asagidaki bagintiyi elde ederiz.

0o +0co
1 . .
f(t) — z E f f(x)e—mwa dx emAa)tAw

n=-—oo

Aw - dw seklinde kullanabiliriz.
nAw - w
+ 0o 1 +co
f(t) = f 2n J fx)e ' dx p et da
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Fourier Donusumu

+00 1 +00
— T —lwx lwt
f(t) = f {anf(x)e dx}e dw
x=t »>dx=dt
Y yerine [ kullanirsak

+ 00 + 00

L) = f L f fe @tdt (e'“ldw
2T

\ J
Y

F(w)
Aperiyodik fonksiyonlaricin Fourier Déntisiim Cifti elde edilmis olur:

F(w) = f f(t)e @tdt f(t)zz—ln f F(w)et“tdw
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Fourier Donusumu

(Diiz veya ileri) Fourier Doniisiimii

Wy = 2T fy

" s Zaman (t) ortamindaki bir sinyalin frekans
)= f jle = (w ) ortaminda g6sterimini saglar.

Ters Fourier Donusumu

1 i \ Frekans (@ ) ortamindaki bir sinyalin
f (@) — B f Flw)e™ dw zaman (t) ortaminda gosterimini saglar.
f(t) & F(w) Fourier Donlstm Cifti

< Fourier cifti semboli
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Fourier Donusumu

e = cos(x) + isin(x) —> e~ 10t = cos(wt) — isin(wt)
F(w) = f f(t) [ cos(wt) —isin(wt) | dt

+co +0o0
Flw) = f f(t) cos(wt)dt —i f f(t) sin(wt) dt

l ] |\ )

| Y
R(w) [(w)
Gercel Kisim Sanal Kisim
[Real Part] [Imaginary Part]

Jeofizikte Veri islem 3B Dog. Dr. Onur Tan



Fourier Donusumu

ele:cnse +1sin 8

Genlik Spektrumu
IF(@)l = YR (w) +14(w)

Faz Spektrumu

8(w) = tan [ [{w)/R(w)]
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Fourier Donusumu

ORNEK: Be-t 1 3 0 f(t) 4
e ,t
t) = v =
) {0, t<O0
f(t) fonksiyonunun Fourier donlstimint yapiniz.
oo € > foo
t
+00
F(w) = f f()e @tdt
+0co 0 4+ co +00
F(a)) — f ﬁe—octe—iwtdt — fﬁe—octe—iwtdt_l_f 'Be—octe—icutdt :'Bf e~ (X+iw)t 14
—00 — 0 0 0 ax
\ J ax _ ¢
z, o5
:_—B.e—(oc+iw)t|+oo _ —b ( 1 _ 1_ ): p
(X +iw) 0 (x +iw) p(X+iw)o o (x+iw)0 X +iw

1
0 '1
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Fourier Donusumu

ORNEK:
F(o) f X —iw f . fPw
w) = = — i
X +iw o« —iw «Z +w? T xZ 4w?
ay ve pa day“ : | /| | l
eslenik ile garpali™ gercel sanal
B x pw
R(w) = (w) = —
(@) = = (@) x? +w?

F(@) = JR@) T @) = Ly = L
ooy @ o e ta?
(w) = tan R(w )) tan (oc2 e )=tan""'—

Jeofizikte Veri islem 3B Dog. Dr. Onur Tan

Genlik Spektrumu

Faz Spektrumu



Bu haftalik bu kadar ...




