ELASTISITE TEORISI
(Stress-Strain)
Gerilme-Deformasyon
Iliskisi

Doc.Dr. Esref YALCINKAYA
(3. Ders)

Stress - Gerilme

m  Gerilme; birim alana disen kuvvettir:

Gerilme = kuvvet / alan
o=F/A
burada

kuvvet = Kiitle x ivme

Gerilme birimi :

[(kg)(m/s?)](1/m¥) = N/nm¥ = Pa (pascal)

1 bar = 10> Pa=10°6 dyne/cm?
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Stress - Gerilme

m Gerilmeye bir ornek basingtir.

m Yerkure iginde hangi derinlikte basing en
bayuktdr ?

m 24 km’'de 0.6 GPa, 2900 km de ~135
GPa, yer icinin merkezinde ~ 350 GPa

m Derin okyanus arastirma araclari nigin
kUguktdr ?
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Stress - Gerilme

m  Bir cisim gerilme altinda kaldiginda, buna farkli
sekillerde cevap verir :

& Deforme olur (sekli veya hacmi degisir) — Bu
cogu kez elastik deformasyondur ve gerilme
kalktiginda cisim ilk haline doner. (Plastik
deformasyonda, cisim orijinal haline donemez.

& Akar— Bu viskoz davranig bigimidir. Gerilme
kalktiginda cisim ilk haline dénemez. Duktil
(ductile) davranis olarak ta bilinir.

Kirilir— Bu kirilgan davranis seklidir ve sadece
kati cisimlerde olusur. Gerilme kalktiginda cisim
ilk haline dénemez.
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Strain - Deformasyon

m Deformasyon ; uygulanan bir gerilme
karsiliginda cisim icinde meydana gelen
sekil veya hacim degisikligidir.

m Deformasyon, birimsiz ve boyutsuzdur.
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Strain - Deformasyon

m Ornek : 5 cm uzunlugundaki bir lastigi
cekerek uzunlugunu 6 cm yapabilirsiniz. Bu
durumda deformasyon:

m Deformasyon = 1 cm / 5 cm = 0.20 veya
20%

m Deformasyonun birimi yoktur.
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Strain - Deformasyon

m Bazi materyaller kiiclk gerilmelerde gok
bliylik deformasyonlara ugrarken, bazilari ise
blyilk gerilmelerde cok kiictik deformasyonlar
gosterirler

m Bu nedenle gerilme ve deformasyon
arasindaki iliski materyalin 6zelligiyle (6rnegin
yogunluk) ilgilidir

m Bu stress-strain iligkisi, materyalin rheology
olarak tanimlanir.
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Elastik Enerji

m Elastik bir cisim deforme oldugunda,
kendisini deforme eden enerjiyi icinde
depolar.

m Bir firsat verildiginde depoladigi enerjiyi
serbest birakabilir.

m Depremler, faylar etrafindaki kayalar
icinde depolanan biylik deformasyon
enerijilerinin aciga ¢ikmasi sonucu olusur.
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Elastik cisim

Bir kuvvetin etkisi altinda deformasyona ugrayan ve
kuvvet kaldinldiktan sonra eski durumuna donen
cisme elastik cisim, boyle bir deformasyona da
elastik deformasyon denir.

Lineer elastisite teorisinde deformasyon gerilmenin
devami suresine bagl degildir ve gerilme ile
deformasyon arasinda dogrusal bir baginti vardir :

Hooke Kanunu

Deformasyon
Gerilme
Parametre (Young modiilii)
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Gerilme ve Bilesenleri

Bir hacim elemani yiizeyleri iizerinde gerilme dokuz bileseni
ile tanimlanir :
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o)
yX
Denge durumunda, net o
zy
moment sifirdir ;
O-ZX

(o)

Bu sebeple, daha 6nce tanimladigimiz 9
gerilme bileseninden sadece altis1 birbirinden
bagimsizdir.
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Yuizeye dik olan bilesenler :Normal gerilmeler
(O-XXI O-yy/ O-ZZ)

Yuzeye paralel olan bilesenler :Kayma
gerilmeleri (o,,, 0y,, O)x, Oyz/ Oz s Oz)
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Normal gerilmeler pozitif ise;  Normal gerilmeler negatif ise;
Cekme (tension) gerilmeleri Basing (compression) gerilmeleri
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=0, Izotropik gerilme

Gerilmeler negatif ise; hidrostatik basing
hacimsel daralma
Gerilmeler pozitif ise; hacimsel genlesme

O #0,, #0, Anizotropik gerilme

Sekil degisimi
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Deformasyon (Strain) ve Bilesenleri

m Deformasyon ; uygulanan bir gerilme
karsiiginda cisim icinde meydana gelen sekil
veya hacim degisikligidir.

O noktasinda sabitlenmis bir elastik
ip x yoniinde gerilirse L noktasi u
kadar yer degistirip L’ noktasina; M
noktasi ise #+ du kadar yer degistirip
M’ noktasina gelir.

x yoOniindeki deformasyon ¢ ;

LM uzunlugundaki degisim

Ex = I .
orijinal LM uzunlugu

L LM -M K du-s_

. LM X X

6x — 0 durumunda ;
ou

xx:&
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8x — 0 durumunda;
ou
Xx &

_
oy
oW

b = 0z

&

Syy
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Kayma (shear) deformasyonu;

T
Y x2 :E—W:01+92

tan g, = 5@ = 6, (cok kiicuk agi¢ilar
X

tan @, = % = 0, (cok kuiguk agi¢ilar
Z

1 1
nyz =&y :E(el—i_ez)

boyutlar — 0 durumunda ;

1 ow ou
&y :_(_+_)
2 OX 01
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E Togy = VI OX+aUIBY

P

Shear strain tensor is the average Engineer shear strain is the tofal
of two strains, i.e., shear strain, i.e,

By = (v ax+duldy )/ 2 = Eyx Txy = VX B Y
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Donme deformasyonlari ;
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Boylece, bir nokta igin
ou ou
X oy oz ox oy o axayéz

gibi dokuz biiyiikliikk bilinirse komsu noktalarin
rolatif yerdegistirmeleri hesaplanabilir. Strain
katsayilar1 agagidaki gibi tanimlayalim :
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OX 8y ox ) 2\ 0z

By 2 i

2\ 0x oy oy 2\ 0z
1fow ou) 1({ow ov oW
2(ax 82) (8y 5]
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au au av) 1(8u L ow

0z
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Tek eksenli genlesme

Uniaxial Extension

Tek eksenli sikisma

Y
) Uniaxial Compression

Basit kayma

f’ Simple Shear
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¥ Rotation
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Bu denklemler iig tiir deformasyona isaret ederler ;
1. Hacimsel degisim, genlesme veya daralma (e
2. Sekil degisimi (€, €5 €xy5 €55 Eyps €

3. Dénme (6, 6,, 6,)

XX 8yy’ 8zz

zy)

zx3 “yz)
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Dilatasyon

Dilatasyon; birim hacime tekabiil eden hacim artmasidir;

A::Iin1£9£
V-0 \/

A=¢g,+te,+¢&,
ou ov oOw
oXx oy oz

A =
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STRESS STRAIN

o = BEg Hooke Kanunu

L> Oranti sabiti

E.YALCINKAYA
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Gerilme — Deformasyon Bagintilari

Elastik cisimlerde gerilme ile deformasyon arasindaki
iliski Hook Kanunu ile tanimlanir. Hook kanununa
gore deformasyon uygulanan gerilme ile dogru
orantilidir ; .

o; = Eg;, L]=XY,zZ

Buna gore, elastik cismin i¢inde herhangi bir noktada
gerilmenin bagimsiz alt1 bileseninden herbiri
strain’nin alt1 bilegeninin bir fonksiyonudur ;
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Oy = Cpéy +Cpéy +C3&, +Cu&, +C5€,, +Cieéy

Oy = Cr1€u +C&,, + 0268)(y
Gzz - C3lgxx + C32‘c"yy + C33822 + C3582x + C36gxy

Gyz = C41‘c"xx + C42‘c"yy + C4ngz + C45‘c"zx + C468xy

O, = C5&y +C58,, + G538, + Co58, + G568y

Oy = Cs1&x + Cer€yy + Cia€yy + Ces T+ CopEyy

C,,, katsayilarina malzemenin elastik sabitleri denir.
Izotrop, yani elastik davranigi istikamete bagl
olmayan bir elastik cisim i¢in bagimsiz elastik
sabitlerin sayis1 ikiye iner ; A, g . Lame sabitleri
olarak adlandirdan bu iki bagimsiz elastik sabit
kullanilarak gerilme-deformasyon iliskileri tekrar
alelrsa; E.YALCINKAYA 30
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O = (A +2u)e, + A, + Ag,, = AN+ 2us,,

o, =Ag, +(A+21)e,, + e, = AA+2ue,

0, = Agy + Aey, + (A +2u)¢, = AN+ 2ug,,
O, = lE,,
O-ZX - lngZX
Oy = HE,

Yukarida verilen iligkiler ileride sismik dalgalar:
tanimlarken kullanilacaktir. Ayni zamanda, sismik
dalga hizlarinin elastik sabitlere bagli oldugunu
gorecegiz. Izotrop bir ortam iginde sismik dalga
hizlar1 yayildiklar: yone bagimli degildir.
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U 5 “rijidite (katihik)” veya “kayma modiilii”; elastik
izotrop bir cismin kayma gerilmesine ( 6r. o,,) kars:
direnci olarak tanimlanabilir.

o

H=—
gxy

Yiiksek u degerine sahip bir cisim uygulanan kayma
gerilmesine ¢ok kiiciik bir kayma deformasyonu ile
karsilik  verir. Stfir  rijidite degeri kayma
gerilmelerinin olugmadigi sivi ortamlara karsilik
gelir.

Yerkabugu icin rijidite degeri yaklasik ; 3 x 10!
dyne/cm? dir. Celik icin,isg.;, 8 x 10! dyne/cm? dir,,
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Diger bir elastik sabit “sikismazlik” veya “bulk
modiilii - k” diir.

k:—E:ﬂJrgy
A 3

Bir cismin hacim degisikligine kars1 direnci olarak
tanimlanabilir. Uygulanan bir basing altinda biiyiik
k degeri daha kiiciik bir hacim degisikligine isaret
eder. Sivi i¢inde k=4 dir.
K G
Demir 1.7 x 101Pa 0.8
Bakir 1.33 0.5
Silikon 0.98 0.7

Kuvars 0.3 0.47
Buz 0.073 0.025
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“Poisson orani - v ” bir cisim ilizerinde enine daralmanin
boyuna uzamaya orani olarak tanimlanir.

- A
2(4 + )

0 ile 0.5 arasinda degisir. Hi¢ sikigmayan ve tam sikigan
sirastyla. Siinger ¢ok kiiciik bir poisson oranina sahip iken
metal bir silindir yiiksek poisson oranina sahiptir. Diisiik
poisson orani aynt zamanda malzemenin yiiksek oranda
potansiyel enerji depolayabildiginin gostergesidir. Bazalt=0.25,
Kirectagi=0.32 Cam=0.24, Siinger=0.10 ..

E.YALCINKAYA
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“Young modiilii - E ” bir cisim iizerinde boyuna
gerilmenin boyuna deformasyona orami olarak
tanimlanir. Kabuk kayalar1 i¢cin E = 10! pascal.

S
&

_ H(BA+2u)
A+u

XX

Elastik sabitler E, v ve k basit deneylerle kolayca
Olgiilebilmeleri  nedeniyle  miihendislikte  sik
kullanilan sabitlerdir. Sismik dalga yayilimi1 i¢in ise
A ve u, bazen de k daha yaygindir.

Cogu sismolojik problem A = u kabul edilerek
basitlestirilir. Boyle bir cisim Poisson katis: olarak
bilinir ve yerkiire i¢cin uygun bir yaklagimdir. Bu
durumda Poisson oranmi 0.25 degerine, Young
modiili E = (5/2) u, bulk modiilii & = (5/3) u ‘e esit
olur.

E.YALCINKAYA 35
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Stress ve strain’e gore elastik davranis;

oc=E-¢

— > Uzama deformasyonu

Shear Stress’e gore elastik davranis;

c. =Gy

Kayma deformasyonu

Hacim degisimindeki oranti sabiti ise;

o=K- iV—VO)/VO:

Hacimsel deformasyonu

E.YALCINKAYA 37

3 Boyutlu Dalga Denklemleri

o%u(x, t) _

Bir Boyutlu Dalga
denklemi ve ¢oziimii

u(x,t) = f(x £ vt)

E.YALCINKAYA
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ma = F
A2 2
pixdydz 3 = (o, + 275 dx)dydz — o, dydz
ot OX
+ (0, + 22 dy)dxdz — o, dxdz
ay
a(j-)(Z

+ (o, +
(XZ az

dz)dxdy — o, dxdy

Ug Boyutlu Dalga
denklemleri

o*w
pi —_ A
atZ
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Bu denklemeler gerilme-deformasyon ve deformasyon-

yerdegistirme iligskileri kullanilarak yerdegistirmelere gore
yazilabilir :

o°u

p8t2

OA
=14+ u @2y 1VU
OX

Ug Boyutlu Dalga
denklemleri
(yerdegistirmelere gore)

D2 o
pit;’:(z+;z)(’§+w2v
0 0
az—w—(/1+ 1)8—A+ NV’w
@re B ™1

, 0° 0? 0?
e = A2 > T2
1 oX® oy* oz

Laplace operatorii
E.YALGINKAYA Dilatasyon
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Bu denklemeler, izotrop, tam elastik bir kati iginde iig

boyutlu

hareket

denklemlerini temsil ederler. Bu

denklemeler ortam igerisinde iki tiir dalga yayilimini
belirlerler. Bunlar gerekli islemlerden sonra ;

O°A A+ 2u

Fa

yo,

VZA}

Bu denklem A dilatasyonunun (A+2u/p)'?
hizi ile ortam icerisinde yayildigini
gosterir ki bu P dalgas: yayilma hizidir. 4;
kayma ve rotasyonun (donme) olmadigi
hacimsel bir deformasyonu tanimlar.

Bu denklem ortam icerisinde x ekseni
boyunca 6, rotasyonunun (u/p)/? hiz1 ile
yayildigini gosterir ki bu S dalgasi yayilma
hizidir. Tanecik hareketi dalga yayilim
yoniine dik bir diizlem i¢inde sinirlidir. 6,
deformasyonunu hatirlayimiz.

E.YALCINKAYA
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Iki farkl: dalga tiiriiniin yayilmas: diizlem dalga hali gézoniine
alinarak basitce gosterilebilir. Dalganin x yoniinde yayildigini
diisiiniirsek %, v, ve w yerdegistirmeleri ;

A+2u, 0%u

{ p i "

, Goriildiigii gibi X yayilma
M, OV dogrultusundaki yerdegistirme V,
- ; ox2 hizi ile, buna dik yondeki

I yerdegistirmeler ise V, hiz1 ile

_ ﬁ) oW yayilirlar.
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1/2
a= [Mj P dalgas:
Yo,

1/2
j S dalgasi

Siviiginde p = 0 ve k = A oldugu i¢in sadece dilatasyon dalgasi
(P dalgas1) V, = (k/p)!/? hizi ile yayilir.

E.YALCINKAYA 44
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Uc boyutlu dalga denkleminin ¢c6zimii

Ug boyutlu bir ortamda diizlemsel yayilan dalga durumunda
denklem ¢6ziimii :

u(x,t) = f,(x—ct)+ f,(x+ct)

Ug boyutlu bir ortamda bir O merkezinden kiiresel yayilan
dalga durumunda (kiiresel koordinatlarda) denklem ¢oziimii :

u(r,t) = % f,(r —ct) +% f,(r +ct)

Kiiresel yayilan dalgalarda goriildiigii gibi dalga genligi r! ile
orantili olarak azalir.
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Bir eksene gore simetrik yayilan, yani silindirik olarak
yayilan dalga durumunda ¢6ziim :

1 1
u(r,t) = ar f(r—ct) + Tz f,(r +ct)

Silindirik dalga icin dalga cephesi r ile orantili genislerken
dalga genligi r'/2 ile orantili olarak azalir.
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